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Projeto, fabricação e caracterização de uma bomba Tesla
Diego Hayashi Alonso, Orientador: Prof. Dr. Emílio Carlos Nelli Silva
Resumo – Dispositivos Tesla são compostos de discos rotativos (sem palhetas) que
funcionam por efeito da camada limite (i.e., por forças de atrito viscoso atuando no
fluido e efeito Coandă). Segundo esse princípio de funcionamento, o fluxo resulta
contínuo e não pulsátil. O objetivo deste projeto é projetar, fabricar e caracterizar
uma bomba Tesla visando melhorar eficiência e potência. A bomba Tesla tem várias
aplicações, porém a eficiência de seu funcionamento é consideravelmente baixa, o
que abre espaço para otimização do seu projeto. Este projeto é realizado por meio
de otimização do rotor e da voluta da bomba Tesla para operação com um fluido
newtoniano em escoamento laminar. O funcionamento da bomba Tesla é simulado
usando o Método de Elementos Finitos na plataforma FEniCS e validado com o
software ANSYS R© CFX. A otimização topológica é implementada na plataforma
FEniCS utilizando-se a biblioteca dolfin-adjoint no cálculo de sensibilidades
(derivadas) e o algoritmo IPOPT para otimização. São fabricados e caracterizados
experimentalmente dois protótipos: um protótipo de bomba Tesla usando CDs (discos
de policarbonato usados para armazenamento digital de dados) como os discos
do rotor, com o espaçamento otimizado por análise paramétrica; e um protótipo
projetado pelo método de otimização topológica (fabricado por meio de manufatura
aditiva).
Palavras-chave – Bombas centrífugas; Dinâmica dos fluidos (Simulação); Método
dos elementos finitos; Métodos topológicos (Otimização).
1 Introdução
Uma bomba Tesla é uma bomba centrífuga de múltiplos discos rotativos. Em uma bomba
Tesla, o fluido entra sem rotação e é propulsionado pelo efeito da camada limite em discos
paralelos espaçados girando ao redor de um eixo, sem a necessidade de palhetas. Na configuração
convencional, o motor é acoplado ao eixo da bomba Tesla e o escoamento entra axialmente e sai
radialmente (ver figura 1). Neste texto, por simplicidade, princípio da bomba Tesla é referido
como “Princípio Tesla”.
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Figura 1 – Bomba Tesla segundo a patente inicial de Nikola Tesla
Fonte: Baseado em Podergajs (2011, p. 3) e Tesla (1913a, p. 1)
O escoamento em uma bomba Tesla se assemelha ao escoamento quando uma placa plana é
movida tangencialmente em relação a outra, ocasionando a formação de uma camada limite e
um escoamento característico (escoamento de Couette). A principal diferença é que, para uma
bomba Tesla, as placas estão em rotação. A formação da camada limite está ilustrada na figura
2.
Figura 2 – Formação da camada limite em dois casos distintos: separadas e juntas (escoamento plenamente
desenvolvido)
Fonte: Baseado em Dodsworth (2016, p. 31)
Como resultado da rotação dos discos, o escoamento é essencialmente espiral. Dependendo
da relação entre as velocidades radial e tangencial, as voltas da espiral podem resultar mais
próximas ou mais espaçadas.
O princípio Tesla pode ser aplicado para bomba ou turbina (TESLA, 1913b, p. 1). A operação
como turbina é caracterizada por baixa eficiência em aplicações de alta potência (RAJE et al.,
2015, p. 29), o que limita o seu uso comercial. Porém, a sua utilização em baixas potências
resulta em mais eficiência do que as turbinas convencionais (RAJE et al., 2015, p. 29).
O princípio Tesla possui diversas aplicações e em vários casos: turbinas a vapor (RAJE et
al., 2015, p. 30 e 31), casos em que o fluido de trabalho contém particulados (como sal e água
contaminada) (RAJE et al., 2015, p. 30 e 31), casos com fluidos de baixa e alta viscosidades
(RAJE et al., 2015, p. 30 e 31), DAVs (Dispositivos de Assistência Ventricular) (YU, 2015,
p. 4), cogeração em micro-plantas de geração de energia (LAMPART et al., 2009), sistemas
pico-hidráulicos para eletrificação rural (HO-YAN, 2011) etc.
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O princípio Tesla também pode ser estendido para aplicações com gases, como turbinas a
gás e vapor (TESLA, 1921b), ventiladores (ENGIN et al., 2009), turbinas eólicas (FULLER,
1913), compressores (RICE, 1991) e até mesmo na geração de vácuo (TESLA, 1921a).
Apesar de bombas operando sob o princípio Tesla ainda não possuírem amplo uso comercial
(MEDVITZ et al., 2011, p. 2), o princípio Tesla possui diversas características atrativas com
relação às bombas de palhetas (IZRAELEV et al., 2009, p. 556) (MEDVITZ et al., 2011, p. 2):
manufatura e montagem mais simples (custo menor), tensões de escoamento turbulento menores
(menor turbulência), ausência de condições de cavitação, escoamento mais suave de fluido
(quantidade de movimento linear do fluido varia lentamente) e força mais uniforme sobre o
fluido (não há força gerada pela palheta ao passar pela saída de uma bomba Tesla). Além disso,
o efeito de vibração na eficiência é muito pequeno (DODSWORTH; GROULX, 2015) .
Segundo Dodsworth (2016, p. 1), o princípio Tesla resulta em menor sensibilidade à cavitação
induzida por vibração do que bombas centrifugas convencionais (RODDY et al., 1987), e
funciona bem com fluidos viscosos, o que se mostra vantajoso em aplicações de resfriamento
(DODSWORTH, 2016, p. 1) e para fluidos de trabalho voláteis, como combustíveis líquidos
(DODSWORTH, 2016, p. 5). Existe também a possibilidade de utilização da bomba Tesla em
DAVs (Dispositivos de Assistência Ventricular, VADs, Ventricular Assist Devices) (i.e., bombas
de sangue), porque o escoamento resulta contínuo e não pulsátil, o que pode reduzir danos ao
sangue: hemólise e trombose (BEHBAHANI et al., 2009, p. 5). Porém, a eficiência da bomba
Tesla é relativamente baixa (normalmente menor do que 20 % (YU, 2015, p. 4) (FOSTER,
2006, p. 280)), o que gera grande transferência de calor de calor para o sangue, havendo a
possibilidade de se tornar um problema para o sangue e a saúde do paciente (YU, 2015, p. 4).
Portanto, há necessidade de aumentar essa eficiência.
Existem basicamente três tipos de métodos de otimização: paramétrica, de forma e topológica,
sendo que este último é o mais genérico. O método de otimização topológica consiste em distribuir
fluido / sólido em um dado domínio de projeto. Existem basicamente duas formas de implementá-
lo: “método de densidade” (BENDSØE; KIKUCHI, 1988) (BORRVALL; PETERSSON, 2003) e
“level-set” (OSHER; SETHIAN, 1988) (DUAN et al., 2016).
O objetivo deste projeto é modelar, simular, projetar e otimizar o rotor e a voluta de uma
bomba Tesla com um software de elementos finitos, de modo a aumentar a sua eficiência, e fabricar
e caracterizar dois protótipos: um protótipo de bomba Tesla de CDs (discos de policarbonato
usados para armazenamento digital de dados) projetado por análise paramétrica, e um protótipo
projetado pelo método de otimização topológica (fabricado por meio de manufatura aditiva).
Como a aplicação de otimização topológica em domínio 3D resulta em custo computacional
relativamente alto se comparado a otimização topológica em domínios 2D, utilizaram-se: modelo
2D de escoamento girante para projeto do rotor, e modelo 2D comum para projeto da voluta.
Este trabalho está organizado da seguinte forma: na seção 2, é descrita a fundamentação
teórica; na seção 3, é descrita a implementação numérica de simulação e otimização topológica
na plataforma FEniCS; na seção 4, é apresentada a metodologia experimental; na seção 5,
são apresentados os resultados numéricos e experimentais; na seção 6, são inferidas algumas
conclusões.
2 Fundamentação teórica
Para modelagem do escoamento de fluido, foram consideradas as equações da continuidade
e de quantidade de movimento linear (Navier-Stokes). As principais hipóteses são: escoamento
laminar, fluido incompressível e variações desprezíveis de viscosidade.
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2.1 Equações de equilíbrio
As equações de equilíbrio são consideradas em referencial rotativo, em que aparecem forças
de Coriolis e centrípeta. Também considera-se o modelo de Brinkman para meio poroso (VAFAI,
2005, p. 110) (para otimização topológica), que implica que, dentro do meio poroso, surge uma
força de resistência diretamente proporcional à velocidade do fluido em relação ao material (
f r = −κ(α)vmat). Assim, as equações do problema são:
∇•vabs = 0 (1)
ρ∇v•v = ∇•T + ρf − 2ρ(ω∧v)− ρω∧(ω∧s)− κ(α)vmat (2)
em que v é a velocidade relativa, s é a posição, ρ é a densidade do fluido, p é a pressão, µ é a
viscosidade dinâmica, ρf é a força por unidade de volume atuando no fluido, κ(α) é o coeficiente
de absorção (“permeabilidade inversa”), α é a pseudo-densidade (variável de projeto, em que
possui valores entre 0 (sólido) e 1 (fluido)), vmat é a velocidade em relação ao meio poroso, e T
é o tensor de tensões dado por
T = 2µ− pI ,  = 12(∇v +∇vT )
O rotor pode ser simplificado para modelo 2D de escoamento girante (“modelo 2D axissimétrico
com giro”), e a voluta pode ser simplificada para o modelo 2D comum (figura 3).
Figura 3 – Modelos utilizados nos projetos do rotor e da voluta da bomba Tesla
Fonte: Própria
No modelo 2D de escoamento com giro, considerando-se um sistema de coordenadas cilíndrico,
s = (r, 0, z) = rer + zez (3)
v = (vr, vθ, vz) = vrer + vθeθ + vzez (4)
Assumindo-se axissimetria, as derivadas com relação a θ se tornam zero (i.e., ∂( )
∂θ
= 0 ).
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2.2 Modelo de material
Borrvall e Petersson (2003, p. 96), sugere a seguinte função de interpolação convexa como
modelo de material, para “relaxar” o problema de otimização topológica
κ(α) = κmáx + (κmín − κmáx)α 1 + q
α + q (5)
em que κmín e κmáx são o mínimo e máximo valores de κ(α) . O parâmetro q é o parâmetro de
penalização, que controla a convexidade de κ(α) ( q > 0 ).
2.3 Método de elementos finitos
A forma fraca das equações de equilíbrio são dadas pelo Método dos Resíduos Ponderados
(MRP) e pelo método de Galerkin na forma de uma formulação mista de velocidade-pressão.
Assim, para cada nó j de interpolação de cada elemento, no caso do rotor,
Rc,j =
∫
Ω
[∇•v]wp,jrdΩ (6)
Rm,j =
∫
Ω
[ρ∇v•v − ρf + 2ρ(ω∧v)ρω∧(ω∧s)] •wv,jrdΩ +
∫
Ω
T •(∇wv,j)rdΩ
−
∮
Γ
(T •wv,j)•nrdΓ +
∫
Ω
κ(α)vmat•wv,jrdΩ
(7)
em que o índice subscrito c significa “equação da continuidade” e o índice subscrito m significa
“equação da quantidade de movimento linear” (equações de Navier-Stokes), as funções peso são
wp,j (para pressão no rotor/voluta) e wv,j =
wv,j,rwv,j,θ
wv,j,z
 (para velocidade).
Para a voluta, as equações são as mesmas, mas a velocidade, posição e função peso de
velocidade têm somente duas componentes (x, y) e não há o fator multiplicativo r das equações
(6) e (7).
2.4 Escolha do elemento finito
Para estabilidade da formulação velocidade-pressão, a escolha comum é usar elementos
de Taylor-Hood (figura 4): interpolação de grau 1 para pressão (elemento P1 ) e de grau 2
para velocidade (elemento P2 ). Para a variável de projeto, foi escolhida interpolação de grau 1
(elemento P1 ).
Figura 4 – Escolha de elementos fnitos para pressão, velocidade e variável de projeto
Fonte: Própria
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2.5 Otimização topológica
O problema de otimização topológica está definido abaixo, sujeito a uma restrição de
volume.
mín
α
J(p(α),v(α), α)
tal que
Equações de equilíbrio + Condições de contorno
Restrição de volume de fluido:
∫
Ωα
α(2pirdΩα) 6 fV0 (rotor)∫
Ωα
αdΩα 6 fV0 (voluta)
Restrição de caixa, de α: 0 6 α 6 1
(8)
Seguindo-se a abordagem de otimização topológica de (BORRVALL; PETERSSON, 2003)
para minimização de perda de carga em canais, pode-se utilizar a dissipação de energia relativa
como função objetivo:
J(p(α),v(α), α) = Φrel =
∫
Ω
[1
2µ(∇v +∇v
T )•(∇v +∇vT )− ρf •v
]
2pirdΩ+
∫
Ω
κ(α)vmat•v2pirdΩ
(9)
Para a voluta, considera-se a dissipação de energia absoluta, que utiliza velocidade absoluta
(vabs), em coordenadas cartesianas 2D.
2.6 Análise de semelhança
Para a voluta, definiu-se um número de Reynolds local com base no comprimento aproxi-
mado do canal ao redor do rotor, e na velocidade máxima de escoamento,
Re` =
|vabs| `
ν
, ` = 2pi
(
rext +
bsaída
2
)
+ (xrotor − rext) (10)
em que |vabs| é o módulo da velocidade absoluta do fluido, ν é a viscosidade cinemática, rext é
o raio externo (saída) da do rotor da bomba, xrotor é a distância horizontal do centro da bomba
com relação à saída do canal, e bsaída é a largura do canal na saída.
Os parâmetros adimensionais selecionados para análise do rotor da bomba Tesla estão na
tabela 1, em que as suas definições originais foram adaptadas para possibilitar a análise de
resultados de otimização topológica.
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Tabela 1 – Parâmetros adimensionais para análise do rotor
Parâmetro adimensional Equação *
Caracterização da camada limite
Parâmetro de Pohlhausen
(REY LADINO, 2004, p. 28) (BREITER; POHLHAUSEN, 1962,
p. 11) Ph = emín
√
ω
ν
Caracterização do regime de escoamento
Número de Reynolds local com relação ao raio externo
Reext, ` =
|vabs| rext
ν
Parâmetro viscogeométrico (de Nendl) local
(com base em Rey Ladino (2004, p. 27))
Ndext, ` =
|vabs| emín2
νrext
Caracterização da vazão
Essential machine data parameter
(com base em Foo et al. (2010, p. 674)
A = Qemín
nsaídasνr2int
Caracterização de eficiência
Eficiência isentrópica (rendimento isentrópico)
(baseado em (REY LADINO, 2004, p. 29))
ηs =
Pideal
Preal
= ∆hs
Pf/m˙
* Legenda:
ω : Velocidade angular (rad/s)
ν : Viscosidade cinemática (m2/s)
ρ : Densidade (kg/m3)
emín : Espaçamento mínimo entre discos (m)
rint : Raio interno (entrada) do rotor da bomba (m)
rext : Raio externo (saída) do rotor da bomba (m)
|vabs| : Módulo da velocidade absoluta do fuido (m/s)
Q : Vazão volumétrica (m3/s)
m˙ : Vazão mássica (kg/s)
∆hs = gH : Variação de entalpia específca (trabalho específco) no processo ideal (J/kg), em que g
é a aceleração da gravidade e H é a carga manométrica.
nsaídas : Número de saídas de fuido da bomba Tesla
3 Implementação numérica
A plataforma FEniCS (LOGG et al., 2012) é usada para implementar o Métodos de
Elementos Finitos e Otimização Topológica, usando o método adjunto para o cálculo de
sensibilidades (derivadas) (biblioteca dolfin-adjoint (FARRELL et al., 2013)) e algoritmo
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de otimização de ponto interior (IPOPT (WÄCHTER; BIEGLER, 2006)). A solução para
o Método de Elementos Finitos usa o método de Newton-Raphson e o resolvedor (“solver”)
utilizado é o MUMPS (Multifrontal Massively Parallel sparse direct Solver) (AMESTOY et al.,
2001).
O fluxograma da figura 5 mostra a interconexão entre os pacotes de software.
Figura 5 – Fluxograma do problema de otimização topológica
Método de Elementos Finitos
Função objetivo
Convergiu?
PyIPOPT
<-> IPOPT
dolfin-adjoint
<-> libadjoint
Sim
Não
FEniCS
<-> DOLFIN
Calcular sensibilidades
Atualizar a
distribuição de ﬂuido
Distribuição
otimizada de ﬂuido
Tolerância
especificada
Interior Point Filter Line Search
Integração
feita pelo
dolfin-adjoint
Estimativa inicial de
distribuição de ﬂuido
Fonte: Própria
4 Metodologia experimental
O projeto do protótipo da bomba Tesla de CDs está ilustrado na figura 6 e a bancada
experimental está ilustrada na figura 7.
Figura 6 – Projeto da bomba Tesla de CDs
Fonte: Própria
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Figura 7 – Bancada experimental para a bomba Tesla de CDs
Fonte: Própria
O projeto do protótipo da bomba Tesla otimizada (“mini bomba Tesla”) está ilustrado na
figura 8 e a bancada experimental está ilustrada na figura 9.
Figura 8 – Projeto da mini bomba Tesla
(a) Rotor de discos re-
tos
(b) Rotor otimizado
para dissipação de
energia (c) Voluta comum
(d) Voluta otimizada
para dissipação de
energia
Fonte: Própria
Figura 9 – Bancada experimental para a mini bomba Tesla
Fonte: Própria
5 Resultados
Os resultados numéricos consideram o fluido como sendo água ( µ = 0, 001 Pa s e
ρ = 1000, 0kg/m3 ). Para escalar as equações e aumentar a precisão de cálculo da forma fraca,
funcionais e sensibilidades, utilizou-se o sistema MMGS (Milímetros-Gramas-Segundos) (i.e.,
unidades de comprimento e massa sendo multiplicadas por um fator 103). Como utilizar
propriedades da água piora muito a convergência do método de Newton-Raphson, utilizou-se
um método de continuação, em que, enquanto a densidade se mantém em 1000,0 kg/m3 desde o
início, a viscosidade dinâmica começa como 100 Pa s, gradualmente reduzindo até 0,001 Pa s. O
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resultado de simulação com cada viscosidade dinâmica é usado como estimativa inicial para a
simulação com a próxima viscosidade dinâmica menor.
Como forças de corpo como a gravidade são normalmente menores que outras forças envolvidas
em uma máquina de fluxo, elas foram desprezadas ( ρf = (0, 0, 0) ).
O pós-processamento das topologias otimizadas foi feito com uma função degrau simples
αpós-processado =
{
1 (fluido) , se α > 0, 5
0 (sólido) , se α < 0, 5 (11)
As malhas de elementos finitos para o rotor da bomba Tesla são estruturadas, com partições
retangulares de 4 triângulos a partir das diagonais de cada retângulo.
5.1 Análise paramétrica do rotor da bomba Tesla de CDs
Foram utilizadas as dimensões de CDs (rint = 7, 5 mm e rext = 60mm ) para as simulações
de escoamento entre dois discos rotativos a 500 rpm e vazão de entrada de 0,5 L/min (figura
10). A malha de elementos finitos é de 320 × 20 partições retangulares.
Figura 10 – Modelo para análise paramétrica do rotor da bomba Tesla de CDs
Fonte: Própria
Analisando-se a dissipação de energia em função do espaçamento entre discos (figura 11),
percebe-se que o ponto de mínima dissipação de energia está em 0,55 mm.
Figura 11 – Dissipação de energia para cada espaçamento entre CDs
Fonte: Própria
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Para projeto da voluta da bomba Tesla de CDs, foram seguidas algumas diretrizes de Lobanoff
e Ross (2013, p. 50 e 59) e Tuzson (2000, p. 145).
5.2 Otimização topológica do rotor da bomba Tesla
Para otimização do rotor da bomba Tesla, utilizaram-se três modelos diferentes: de entrada
horizontal (igual à figura 10), de entrada vertical com um canal (figura 13), e de entrada vertical
com dois canais (figura 13). O modelo de entrada vertical com dois canais considera repetição
de padrão (ALMEIDA et al., 2010).
Figura 12 – Modelo para otimização de uma bomba Tesla de entrada vertical com um canal
Fonte: Própria
Figura 13 – Modelo para otimização de uma bomba Tesla de entrada vertical com dois canais
Fonte: Própria
O efeito da rotação nas topologias otimizadas para os três modelos considerados está nas
figuras 14, 15 e 16, considerando somente dissipação de energia e comparando com bombas
Tesla de discos retos. A vazão considerada é de 0,5 L/min e as dimensões são rint = 5 mm,
rext = 15 mm, e = 2 mm, reixo = 2, 6 mm e esaída = 5 mm.
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Figura 14 – Efeito da rotação para bomba Tesla de entrada horizontal
Fonte: Própria
Figura 15 – Efeito da rotação para bomba Tesla de entrada vertical com um canal
Fonte: Própria
Figura 16 – Efeito da rotação para bomba Tesla de entrada vertical com dois canais
Fonte: Própria
Nas figuras 14, 15 e 16, cabe notar que os valores das topologias otimizadas são obtidos por
meio de pós-processamento com um filtro simples, portanto as fronteiras ainda estão muito
“rugosas” (devido à malha discreta), e a dissipação de energia deve ser maior do que seria se as
fronteiras fossem “suaves” (como quando interpoladas por splines).
5.3 Otimização topológica da voluta da bomba Tesla
A voluta da bomba Tesla foi otimizada conforme o modelo da figura 17 (
drotor = 30 mm, h = 60 mm, xrotor = 50 mm e yrotor = 30 mm), considerando-se veloci-
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dade radial vr = 0, 001 m/s e vθ = 0, 01 m/s . A topologia otimizada está indicada na figura
19.
Figura 17 – Modelo para otimização da voluta
Fonte: Própria
Figura 18 – Voluta otimizada
Fonte: Própria
5.4 Experimentos com a bomba Tesla de CDs
Os experimentos com a bomba Tesla de CDs foram realizados com rotações de 300 a 800
rpm (figura 19).
Figura 19 – Curva de pressão × vazão volumétrica obtida experimentalmente e sobreposta aos seus valores de
simulações do modelo da figura 10
Fonte: Própria
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Para se ter uma visão mais ampla das curvas da bomba Tesla na figura 19 obtidas em
simulação, o gráfico da figura 21 se estende até 4 L/min.
Figura 20 – Curvas de pressão × vazão volumétrica estendidas, obtidas em simulações do modelo da figura 10
Fonte: Própria
5.5 Experimentos com a mini bomba Tesla
Como o sensor de vazão não conseguia medir com a mini bomba Tesla na rotação utilizada
na otimização (500 rpm), utilizaram-se as rotações 2254 rpm e 3154 rpm (figura 21).
Figura 21 – Curva de pressão × vazão volumétrica obtida experimentalmente para a mini bomba Tesla
Fonte: Própria
6 Conclusões
O projeto da bomba Tesla de CDs foi realizado por meio de análise paramétrica do espaça-
mento entre discos, utilizando-se um projeto de voluta convencional. As medições experimentais
resultaram coerentes com as simulações do modelo simplificado de dois discos da bomba Tesla.
Os projetos do rotor e da voluta de uma bomba Tesla foram otimizados considerando-se água
em regime permanente e escoamento laminar. Os resultados experimentais mostram que as
configurações otimizadas demonstraram menor pressão do que as configurações não-otimizadas, o
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que pode se dever a não imposição de um ponto de operação (carga manométrica) na otimização
topológica.
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Title: Design, fabrication and characterization of a Tesla pump
Abstract – Tesla devices consist of rotating disks (without blades), whose operation
is based on the boundary layer effect (i.e., viscous friction forces acting on the
fluid and Coandă effect). According to this working principle, the flow becomes
continuous and nonpulsatile. The objective of this project is to design, fabricate
and characterize a Tesla pump aiming to improve its efficiency and power. The
Tesla pump has various applications, but the efficiency of its operation is quite low,
which makes room for the optimization of its design. This project is based on the
optimization of the rotor and the volute of a Tesla pump operating with a newtonian
fluid in laminar flow. The operation of the Tesla pump is simulated by using the
Finite Element Method in the FEniCS platform and validated with the software
ANSYS R© CFX. The topology optimization is implemented in the FEniCS platform
by using the dolfin-adjoint library for sensitivity (derivative) calculation and the
IPOPT algorithm for optimization. Two prototypes are fabricated and characterized
experimentally, consisting of a Tesla pump composed of CDs (polycarbonate discs
used as digital data storage) as the rotor disks; and a prototype designed by the
topology optimization method (fabricated by additive manufacturing).
Keywords – Centrifugal pump, Fluid dynamics (Simulation), Finite element method,
Topology methods (Optimization).
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